SOLUZIONI (schematiche) degli ESERCIZI

E 1 Fare un disegno le (E.1) e (E.2) saranno autoevidenti.

Se si vuole procedere in modo formale notare che possiamo scrivere A U B nella
forma C; UC,UC3 ove C1 = A— (ANB), Cy = (ANB), C3 = B— (AN B). Poiche
questi tre insiemi sono senza sovrapposizione si ha P(AU B) = P(C4) + P(Cy) +
P(C5), a questo punto poiche C e AN B sono disgiunti e A = C; U (AN B)), allora
P(Cy) = P(A) — P(AN B), analogamente P(C3) = P(B) — P(AN B), da cui segue
la (E.1). In modo del tutto analogo si ottiene la (E.2).

E 2 Dalla (E.1) abbiamo che P(AN B) = P(A) + P(B) — P(A U B), poiche
P(AUB) <1segue P(ANB)>3/4+1/3—-1=1/12.

E1 3 Usando la (E.1) si ha
P(Q—A)NQ—-B)=PQ—-A)+PQ—-B)—P(Q—A)U(Q—-DB))

poiche P((Q—A)U(Q2—B))<1,P(Q—A)=1—P(A)e P(Q—B)=1- P(B),
siha P(R—A)N(Q—-DB))>1—-P(A)—P(B)=1-4/10—3/10 = 3/10 quindi
non possono esistere due insiemi A e B che soddisfano le richieste.

E 4 Usando la notazione
N!

E(N — k)’
il numero di possibili estrazioni € Cgps. Per calcolare la probabilita di avere un
ambo, cioe che escano due numeri dati (n1,n2), si deve determinare il numero dei

casi favorevoli del tipo (nq, ng, my, me, m3) ove i numeri my, my ed ms sono estratti
dai restanti 88 numeri, abbiamo quindi

Cnp =

C 2
P(ambo) = Czi’z = %01

in modo analogo

. Cgoua 1
P { tratto) = — = —
(singolo estratto) TS
Csr2 1
P t = >~ =
(terno) = & 0 = 11748
C 1
P(quaterna) = =21 —

"~ Ces 511038

E 5 a)Indichiamo con P = 1/6 la probabilita di avere un 6 in un lancio, si hanno due
possibilita: 6 al primo lancio oppure al secondo, la probabilita cercata ¢ 2(1 — P)P.

b) la probabilita di avere un numero pari in un lancio & p = 1/2, la probabilita
che entrambi i numeri siano pari ¢ p?



¢) si hanno 3 possibilita indipendenti (1,3),(2,2) e (3,1) quindi la probabilita
che la somma dei numeri sia 4 & 3P2

d) la somma dei numeri ¢ un multiplo di 3 se ¢ 3, 6, 9 oppure 12; si puo avere
3 in 2 modi (1,2) e (2,1); 6 puod avvenire in 5 modi (1,5), (2,4), (3,3), (4,2), e
(5,1) 9 puo avvenire in 4 modi (3,6),(4,5), (5,4), e (6,3); 12 in un solo modo (6, 6)
quindi la probabilita cercata & 12P2.

E 6 Indichamo con P = 1/2 la probabilita di avere testa in un lancio
a) (1-P)N-Llp
b) CynjppPV2(1 — P)N2
c¢) CyaP?(1 — P)N—2
d) 1—CN,O(l—P)N—CNJP(l—P)N71:1—(1—P)N—NP(1—P)N71.

E 7 Indichiamo con P; = 2/3 e P;; = 1/3 rispettivamente le probabilita che un
pezzo sia prodotto dall’ industria I oppure II, con P(d|]) = 1/5 e P(d|1]) = 1/50
le probabilita condizionate di avere un pezzo difettoso proveniente dall” industria I
oppure I1.

a) Usando il teorema della probabilita totale

P(un pezzo difettoso) = P(d) = P(d|I)P; + P(d|II)Pj; .
b) Usando la formula di Bayes

Py

P(I|d) = P(du)P(d) .

E 8 Poiche¢ P(X =k)=P(Y =k)=2""si ha
o0 o0 1
a) PX=Y)=) P(X=KPY =k)=> 2% = 3
k=1 k=1

b) Notiamo che P(X <Y) = P(Y
Y

<X)eP(X<Y)+PY <X)+P(X=Y)=1
dal risultato precedente P(X <Y)=1/3

)=1/

o0 o0 1
¢) P(X triplodi Y) =Y P(X =3k)P(Y =k) =) 16" = =
k=1 k=1

E 9 La probabilita che nascano n — 1 femmine ed un maschio all’n-mo tentativo e
(1 — P)"~'P; il numero medio di maschi ¢ 1, infatti per ogni P si ha

<ny>=>» (1-P)"'P=1.
n=1

Il numero medio di femmine ¢

i 1-P
<ng>=>» (n—=1)(1-P)"'P = 5

n=1



per P=1/2, <ny>=1.

E 10 La probabilita che Y, < y ¢

Fyy(y) = ﬁ P(z, <y) = Fx(y)"

n=1

quindi
Py (y) = NFx(y)" 'px(y) -

In modo analogo la probabilita che Z, < z ¢

da cui

E 11 Usiamo le variabili polari

x
r=\/ai+13} , (9:a7fomgz:mfomg—2 ,

Z

poiche
1

— (22422
le,Xz(xlva) == %e ( 1+ 2)/2

ed inoltre dzydxy = rdrdf, la densita di variabili per (r,0) ¢

1 -Tr
pro(r,8) = %7‘6 22

quindi

1
= 77‘2/2 0 = —

Usando il cambio di variabili da 6 a z = tang 6, si badi in 6 € [—7/2,7/2] in modo
che la trasformazione sia invertibile, poiche dz/df = 1 + 22, si ha

1
pa(2) = m .

E 12 In quanto combinazioni lineari di variabili gaussiane z e ¢ sono ancora gaus-
siane, ¢ immediato verificare che sono scorrelate, quindi, poiche variabili gaussiane
sono anche indipendenti.

E 13 Usare il risultato dell’ esercizio E 11.



E 14 Indichiamo con X ed Y i tempi di arrivo (in minuti), si ha un incontro se
|z — y| < 5 quindi poiche la probabilita & uniforme

1
P(incontro) = 502 //|my|<5 dxdy

ove z ed y variano tra 0 e 60 quindi P(incontro) =1 — (11/12)? = 23/144.

E 15 Notare che G(s) ¢ la parte reale di una funzione analitica. Ricordarsi del
teorema di Abel sulle serie di potenze.

E 16 La variabile 7 = X + Y ¢ Poissoniana con parametro A\, = A\, + A,. Poiche
Y ed X sono indipendenti P(X = k, X +Y =n) = P(X = k)P(Y = n —k).
Ricordando che
Ak N\ AT
67)\2_2

P(X:k;):e%k—“!f : P(Y:k):ewk—@!/ , P(Z=n)=

nl ’

abbiamo

P(X =kIX+Y =n) = -

n! Az k Az n—k
(n— k)k! <)\x+)\y) ( _)\m+)\y)

cioe la X, condizionata a X + Y = n, ha una distribuzione binomiale.

E 17 La probabilita di avere 6 in un lancio ¢ P = 1/6, la probabilita di avere 6 per
la prima volta all'n-mo lancio & P, = (1 — P)" ' P ed il numero medio &

> 1
<n>=)» n(l-P)"'P=—-=6.
n=1 P

E 18 Si consideri il risultato dell’ esercizio precedente. Al primo tentativo si ha
sicuramente un numero, dopo la probabilita di avere un numero diverso ¢ 4/5, quindi
il numero medio di scatole da comprare € 5/4, per il terzo numero il numero medio
¢ 5/3 e cosi via. Il numero medio di scatole da comprare per avere un omaggio €
quindi

5 5 5 11 11
142+ o4+ 245=5(-+-+-+-+1).
+ytgtyti=5(z gty Tl

Nel caso con N bollini si ha N
1
N> T+
k:lk

nel limite N > 1 vale I” approssimazione N (In N ++) ove v = 0.57721.. & la costante
di Eulero- Mascheroni.

E 19 Usando le proprieta della delta di Dirac abbiamo:
dy

pz(z) = //px(ﬂﬁ)pY(y)‘s(Z — wy)dydzr = //px(§>py(y)m

4



—//px(w)py(y)é(q—g)dyd:c—//px(qy)py(y)lyldy :

E 20 Un calcolo esplicito mostra che P(X = i) = P(Y = i) = 1/3 per ogni i ed
inoltre
(XY)=0,(X)=0, (Y)=0.

Notiamo che

E 21 Usare le formule di convoluzione per la somma di variabili indipendenti.

E 22 Calcoliamo la funzione caratteristica della xy

N it2=7
oot =T[5 |

Jj=1
notando che

1 —eit27 ] _eit277

N2
o it27J 19— (—1)
14 eit2 — 1 (e ) 1— e

possiamo scrivere

1 N _ ezt2 G-1 1 1— eit
Py (t :_NH[ 12— }:_N[ ‘tz—N]
paie] — et 2V L] — et
nel limite N > 1 ‘
bunlt) = L
INAT it

che ¢ la funzione caratteristica della densita di probabilita uniforme in [0, 1].
Nel caso generale con un calcolo del tutto analogo si ha:

oy (1) = — ]]_V[[M ' itk ] = ! ﬁ[l—e“M_”_”] _ 1 [ 1 et |
T MY j=1 k=0 MY Pl eitM MN L] — gitM—N
nel limite N > 1 ‘
b (t) = L=
AT it

E 23 Il calcolo (facile) della funzione caratteristica della variabile gaussiana xj con

myg € varianza Jk fornisce
m t—a’2t2 2



usando l'indipendenza si ha
. Q242
¢y elMNt SNt /2

ove
N N
2
My =) my , Sy=) oy
k=1 k=1
da cui il risultato.

E 24 Effettuare un cambiamento di variabili:
2j = Cinzn
n

in modo tale che le {z, } siano a media nulla ed indipendenti: < z,z; >= §;,. Questo
e sempre possibile in quanto la matrice A;; =< x;x; > ¢ simmetrica, abbiamo

Yy = Z Cjnzn

Jin
e si puo utilizzare il risultato dell’ esercizio precedente, quindi y € gaussiana con

<y>=0 <y>=<(D ) >=> <ai>+2> <z, >
n n i<k

da cui il risultato.

E 25 Il calcolo del volume dello spazio delle fasi con energia minore di £ si riduce a
quello del volume di una sfera di raggio v2mFE in d = 2N dimensioni. Ricordando
che il volume di una sfera d- dimensionale di raggio R ¢ cost. R? (il valore della
costante ¢ inessenziale) si ha

X(E) = / d*Nqd*p = const. L*N (V2mE)*N = CEN
H<E

il valore di C' non e importante:

o¥(FE
w(E) = 8(E ) = cost. EN71 .
Poiche
p(E) = cost. w(E)e PP
abbiamo

EN-1,~E/kpT EN-1,~E/kpT
T [ EN-leBRsTdE ~ (kgT)NT(N)
che assume il suo valore massimo in E* = (N — 1)kgT.

Il calcolo dei momenti < E™ > ¢ immediato (basta ricordarsi della definizione
della funzione gamma di Eulero):

p(E)

fooo ENJrTL*le*E/kBT
(ksT)NT'(N)

(N +n)

< E">= = (k:BT)"F (V)

, < E>=NkgT ,



da cui il risultato.

E 26 Con un opportuno cambiamento di variabile:
$j::§:(%nzn
n

I’Hamiltoniana viene diagonalizzata, notare che questo & sempre possibile in quanto
la matrice A;; € simmetrica, si ha quindi

ove {a, } sono gli autovalori positivi della matrice {4, ;}, a questo punto il problema
¢ del tutto analogo al precedente.

E 27 Poiche il sistema ¢ in equilibrio termico a temperatura 7' la densita di prob-
abilita congiunta delle posizione delle particelle leggere e di quella pesante e

p(x1, 22, ..., xN, X) = cost. e PV @nez,an,X)

ove
| FX se per ogni n z, € [0, X|
V(xlava“'?xN’X) o { oo altrimenti

abbiamo quindi
N
p(1, 22, ooy oy, X) = cost. [] O(X — z,)e PFX
n=1

ove 0( ) & la funzione gradino. Per ottenere la densita di probabilita (marginale)
della X, si deve integrare su x1,x1, ..., TnN:

F N+1
p(X) = cost. XNe BFX = —(6 ]\)“ XN BEX

ove la costante di normalizzazione € determinata utilizzando le funzioni gamma.
Per il caso b) nel calcolo della nuova densita di probabilita p(X) si deve tenere
conto del vincolo che una delle {z,} vale zero quindi

N N
p(X) = cost. / 10X —2,) Y 6(xn) e X day, das, ...day =
n=1 n=1

(5F)N XN-1,-BFX

(N —1)!

E 28 Un semplice calcolo di analisi complessa mostra che

00 itx
0, (1) /_M(Hﬂ)d@« el
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poiche
N
6y(t) = [0alt/N)]" = e,
abbiamo che la densita di probabilita della variabile Y e

1
py(y) = PR

Poiche la varianza delle {x;} ¢ infinita non si puo utilizzare la legge dei grandi nu-
meri.

E 29 Consideriamo nq, no, ..., ny variabili i.i.d. Poissoniane con

P
P(le = k’) = He A
la variabile Sy = ny + ny + ... + ny € ancora Poissoniana con
AN )E
P(Sy =k) = ( kl) e M
Quindi se A =1
NZ N3 NN
_ _-N
P(Sy < N)=e¢N(1+N+ SRR N!)

Se N > 1 allora, poiche < n; >= 0,, = 1, per il TLC la probabilita precedente
puo essere calcolata nel seguente modo

I P(SN—N 1 1
im ==,
N—oo vN T V21 S0 2

da cui il primo risultato.
In modo analogo abbiamo

_N [N+z2V/N] NF
P(x; < Sfiﬁ <m)=e 3 o
N k=[N+z1vN]

Nel limite N — oo possiamo utilizzare il TLC e quindi

[N+a2V/N] k z
lim eV Z N— = L ’ e 2y

N—oo k" \/% 1

k=[N+z1vVN]

E 30 Una volta sorteggiata una velocita positiva v il tempo di attraversamento da
x=0adz =L ¢ At(v) = L/v, e questo ¢ anche il tempo di ritorno. Consideriamo
il caso con v > 0: in un intervallo di tempo 7" molto lungo si hanno N > 1
sorteggi, per la legge dei grandi numeri abbiamo che la frazione di volte in cui

At € [At(v), At(v — dv)] &

F(v,dv) = cost. g(v) dv

8



per calcolare la frazione di tempo in cui si ha una velocita nell’ intervallo [v — dv, v]
si deve moltiplicare F'(v,dv) per At(v) = L/v, abbiamo quindi

pv(v) = cost. @ :

Per simmetria si ha lo stesso risultato nel caso v < 0, quindi:

1
pv(U) = \/%6 v/ :

Notando che una volta estratta una v la frazione del tempo di permanenza in [z —
Az, z] & indipendente da = e da v, si ha

px(x) =

=



