Corso di Meccanica Statistica
Proff. A. Crisanti e A. Vulpiani
Compito del 14.11.2016

Si considerino N particelle identiche di massa m contenute in un cilindro di altezza L, raggio 3R ed asse coincidente

con l'asse z di un sistema di riferimento cartesiano (x,y,z). Le particelle sono non interagenti con Hamiltoniana di
singola particella:

2

H(p,q) = 5771 + V(z,y),

dove p=|p|, q = (2,9,2) e
Voaf};gyz, /22 + 42 < R;
V(z,y) = < Vo, R <[22+ 2 < 2R;
2o, 2R < /22 + 42 < 3R;

con Vj costante positiva arbitraria.

1. Assumendo che il sistema, in equilibrio a temperatura T, sia descrivibile dalla statistica classica di Boltzmann:

1.a) Calcolare 'energia media per particella E(T")/N;

1.b) Calcolare la pressione a distanza R dall’asse del cilindro;

1.c) Calcolare la pressione a distanza 3R/2 dall’asse del cilindro e sulla parete laterale del cilindro;

1.d) Mostrare che esiste una temperatura T tale che per T' > T* la probabilita di avere almeno N/3 particelle
nella regione \/x2 + y2 < R tende a zero per N — co. Scrivere, senza risolvere, ’equazione che determina
T+

2. Assumendo che il sistema sia composto da Bosoni di spin 0:
2.a) Discutere esistenza della condensazione di Bose-Einstein.

3. Assumendo che il sistema sia composto da Fermioni di spin 3/2:

3.a) Determinare il numero massimo di particelle tale che a T = 0 tutte le particelle si trovino nella regione
Va2 +y? <2R.

3.b) In riferimento al punto precedente, calcolare il rapporto tra il numero di particelle che a 7' = 0 si trovano
nella regione /22 + y2 < R e quelle che si trovano nella regione R < /22 + y2 < 2R.

e Valutazione risposte:
la:4,1b: 4, 1.c: 2,1.d: 6
2.a: 6
3.a: 5, 3.b: 3



e Risposte

Nota: La costante di Botzmann kg & presa uguale a 1, di conseguenza = =T.

1.a) Per un sistema di N particelle non interagenti E/N = (H), dove H & la Hamiltoniana di singola particella.
Essendo la parte cinetica quadratica, usando il teorema di equipartizione si ha:

/N = ST+ (V(z.y),

dove

V() = fd3pd3qe*5‘/(q) V(q) _ _21
’ [ d3pdiqe=PVi@) 0B

n [ dpdPqe PV,

Nel caso specifico del problema V(q) = V(x,y) = V(r), dove r = \/a? + 32, per cui

L 3R
/d3qe_’BV(q) :/ dz/ e AV omrdr
0 0

R - 2R 3R
= 2L / drre PVor /R +/ drre_ﬁVO—&—/ drre 20V
0 R 2R

R2
=L {ﬂv (1= %) + R4 = 1)e ™ + R2(9 - 4)6%%]
0
2
= W;%VL [1 — e PV 4 BV (3e PV + 5672’8‘/0)].
0

Ne segue che

(4 —3BVp) e PV + 5(1 — 28Vp) e~ 2V

|4 ="'V
(V(z,y) =8 O B + BV, (367ﬁVO + 56725%)

e quindi:

4 — —BVo 1-2 —28Vo
2 1 — e % + BV, (3e= PV + 5e=26V)

1.b) Consideriamo il guscio cilindrico C, di raggio interno r < 3R, spessore dr ed altezza L. All’interno del guscio il
potenziale V (x,y) & costante ed il sistema si comporta come un gas perfetto alla pressione

P(r) = p(r) T,

dove p(r) & la densita di particelle nel guscio.

Essendo le particelle indipendenti se indichiamo con p1(C,)dV, dove dV = 27rLdr & il volume del guscio C,,
la probabilitd che una particella di trovi nel guscio, in C, vi saranno dN(C,) = Np1(C,)dV particelle. Di
conseguenza la densita p(r) &

dN(C, e—BV(r) NSV e—BV ()
p(T): ( ):Npl(c’r):N 3 B3V y = 20 _ _ 3V, _ ’
av [d3qe=PV@’  7R2L 1 — e F% 4 BVy(3e=FVo + Be=26W)
da cui
e—BV(r)
P(r) = pVy 0<r<3,

1—e AV + BV, (3e=FVo + 5e=26V)

dove p = N/TR?L.
Allo stesso risultato si puo giungere considerando un cilindro di raggio » < 3R e calcolando la pressione sulla
sua superficie dalla formula:

3 3
P(r)=NT 9 I Zy(T,V,),  Zi(T,V;) :/ dpiflqe—ﬂH(p,q)’
Ve )N

3 V, = mr?L.
qeVr h




In conclusione la pressione a distanza R dall’asse del cilindro vale

e—BVo

1—e % + BV (3e=FYo + 5e=26V)

P(R) = pVo

1.c) Usando il risultato del punto precedente la pressione a distanza 3R/2 dall’asse del cilindro vale

e—BVo

— e~ PVo + BV (3e=FVo + 5e—26V0)

P(3R/2) = pVos

mentre sulla superficie laterale del cilindro vale

e~ 28V

— e PV + BV (3e=FVo 4 5e=28V0)

P(3R) = pVo7

1.d) La probabilita P;(r < R) che una particella si trovi nella regione \/W < R ¢ data da
Pi(r<R)= / p1(Cr) dV.
r<R
Usando i risultati dei punti 1.a) e 1.b) si trova facilmente che
1—e P
1 — e PV + BV (3e=FVo 4 5e=28V)

Pl(T S R) =

Siccome una particella si trovera nella regione /22 4+ y2 < R con probabilita p = P;(r < R) e non vi si trovera
con probabilita 1 — p, la probabilita Py(n) che n particelle siano nella regione ¢ data da:

N!

p)an'

Ne segue che nella regione y/z2 +y? < R vi sono in media @ = N Pi(r < R) particelle, con una varianza
0% = Np(1 —p). Di conseguenza nel limite N > 1 la probabilita che n # 7 & esponenzialmente piccola in N.

Siccome

lim Pi(r<R)=1 = n=N,

T—0
1 N
Jm Pr<R=g = 7m=4,

esiste una temperatura T tale che m = N/3. Inoltre, siccome 7w < N/3 per T' > T*, ne concludiamo che per
T > T* la probabilita di trovare pit di N/3 particelle nella regione /a2 + y? < R & trascurabile per N > 1.
La temperatura T* ¢ determinata dall’equazione

1— e—ﬁ*vo
1—e PV 4 ,B*vo(ge—ﬂ*vo + 56—2/3*\/0)

=1/3.

2.a Se il sistema ¢ composto da Bosoni di spin 0 il numero di particelle a temperature T" ¢ pari a N = Ng + N;
dove Ny ¢ il numero di particelle nello stato condensato (€ = €nin) ed N il numero di particelle nello stato
non-condensato (€ > €nin) dato da,

e G(e)

N = de @B(Efl‘) — ]_7

€min



dove G(e) ¢ la densita degli stati di singola particella che, trascurando le possibili correzioni introdotte dalla
parete del cilindro sugli autovalori dell’energia, ¢ data da

3, 73 - 3R
G(e):/diqu(E_H(p,q)) 2 L/d3 ; drrd(e—p*/2m —V(r)),

ed emin = 0. Usando l'identita

p) = Xk: mis(p—pk% con pi : f(pr) =0,

otteniamo
§(é—ap?) = 2apy [6(p—po) +6(p+po)],  conpo=+/é/a.
Ne segue

“+o0
/d3p(5(€ —p?/2m) = 471'/0 dpp®§(E—p*/2m) = 4w mpg 0(€) = om(2m)®/? VEh (&),
per cui
2 3R
G(e) = 47;;73[/(2771)3/2 /o drry/e=V(r)8(e—V(r)).

Alternativamente utilizzando l'identita 6(z) = (d/dx)0(x) si ha:

3R
G(e) = QTFL d /d3 drré(e—p*/2m —V(r))

_ W?Qm)?)mdi/ drr [e — V(r)]3/29(6 — V(T))

€Jo
2 3R
AL s [ i ST 0~ V).

Dalla forma del potenziale V (r) segue:

3R R
/0 drre—V(r)f(e—V(r)) :/ drrve—ar2f(e—ar?)

0

3R

2R
[ JemTao(e= V) + [ drr o= 20(e ~ 2v0)
2

R R

= % [€3/20(¢) — (e — aR?)*/?0(c — aR?)]

3R? 5R?
—Ve- Vob(e—Vo) + - Ve—2W 0 (e —2Vy),
dove a = V/R%. Ne segue che:

4T R?L

G(e) = e

(2 [ 5= [4260(6) = (e = V)*/20(c ~ Vo)

+ g\/e —Vob(e—Vo) + g\/e — 2V 0(e — 2V0)}.
Notando che
Gle) ~ €2 0(e), as € — 0,

segue che

0 G(e) . .
/ de B 1 < 00, = Esiste condensazione BE.
0 e -




3.a L’energia del sistema non dipende dal valore dello spin delle particelle, quindi il numero totale di particelle e:

N:4/ de G(e),
0

dove G(e) ¢ stata calcolata al punto 2.a). Il numero massimo di particelle che a T' = 0 possono essere sistemate

nella regione /22 + y2 < 2R si ha per

€Fp = 2‘/07
e vale:
1672R2L i 1 2V 1 2Vo 3 2%
N=_"""""(9 3/2 | _— d 3/2_7/ d N /s 3/2 7/
h3 ( m) -3V0 0 €€ 3% Vo € (6 O) + 2 Vo
16m2R?L [ 2
- = 2 3/2 2V 5/2 _ 7‘/5/2 V3/2
h3 ( m) -15%( O) 15% 0 + 0
1672 R%L [8v2 — 2 3/2 3/2
= = m)?? | S vy
Ovvero
1672 R2L omVp\*?
N=——(8/2+13 .
v (20

3.b Dai risultati del punto 3.a), segue che il rapporto richiesto vale

N(r<R)  8/2-2

N(R<r < 2R) 15

de(e — Vp)'/?




