Il fenomeno di Gibbs

Questo fenomeno, osservato per la prima volta in modo empirico dal fisico spe-
rimentale Michelson (quello dell’esperimento sull’etere), e dimostrato da Gibbs,
riguarda la convergenza di serie di Fourier di funzioni discontinue:

Sia f(x) una funzione in [—7,w| regolare a tratti con una discontunita Af in
xo allora in prossimita di xo la somma di Fourier parziale Sy (x) presenta un
picco con un’altezza pari a circa il 9% della discontinuita

Mostriamo il fenomeno in un caso esplicito:
flx)=—=1 per —m<z<0
f(x)=0 per x =0
flx)y=1per0<z<m.

E facile calcolare i coefficienti di Fourier: si hanno solo i termini dispari dello
sviluppo del seno e la somma parziale e
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per trovare i massimi calcoliamo la derivata
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Si puo dimostrare che
msinzSyy_,(z) = 2sin(2Nx) . (1)
Usando la formula di Eulero abbiamo
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usando l’espressione per la serie geometrica otteniamo
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a questo punto moltiplicando per 4sinx = —2i(e®® — =) si ha la (1).
Abbiamo quindi i punti di massimo o minimo dati da

2Nz = 47,27, -+, w(2N — )7

il massimo ¢ in x* = 7/(2N).
Calcoliamo la somma parziale nel punto di massimo z*:
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Notiamo il termine tra parentisi quadra ¢ una somma di Riemann
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ove r1 = 5, T2 =21 + Az, 1 = Tp1 + Az, Az = L, per N — oo tende
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Il valore numerico di questo intehrale puo essere facilmente calcolato con ottima
approssimazione:
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la convergenza e molto rapida, bastano quindi pochi termini, cosi otteniamo
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mentre lim,_,o f(z) = 1, abbiamo quindi una differenza che & circa il 9% della
discontinuita Af = 2

In generale data una funzione periodica con punti di discontinuita di prima
specie, la sua serie di Fourier troncata, anche per N — oo si discosta dal valore
giusto nei punti di discontinuita di una quantita che non tende a zero: il massimo
scostamento (circa il 9% della discontinuita) ¢ a una distanza O(1/N)) dal punto
di discontinuita. Il fenomeno di Gibbs & ben evidente osservando la somma
parziale Soy_1 in funzione della variabile 2 = xN: per N > 1 (in pratica gia
per N ~ 40) si osserva chiaramente in massimo nel punto z, = 7/2, vedi Figura.
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